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这篇读书笔记旨在介绍光滑流形的杤来 杒杨条杭上同调理论本 建立杈杯杤杧来定理并给出若干应

用朮 文中 M 是一个 n 维紧致闭光滑流形朮 我们默认系数域是R朮

1 微分形式与外微分

M上可以自然地定义切丛 TM 和余切丛 T ∗M 朮 p ∈ M 处的切空间和余切空间记

为 TpM 和 T ∗
pM 朮 进而可以得到 s 阶协变张量丛 ⊗sT ∗M 和 p 处的张量空间 ⊗sT ∗

pM 朮

朱



朱 微分形式与外微分 朲

ω ∈ ⊗sT ∗M称为 s 阶微分形式，如果对于局部坐标的每个置换 π 都有 ω ◦ π 朽 木−朱朩πω 朮 ω

固定在 p 处就是一个反对称协变张量朮 所有 s 札形式构成线性空间，同时也是 ⊗sT ∗M 的子

丛，称为 s札形式丛
∧s

M 本 在p处的纤维记为
∧s

pM 朮 由定义易知当 s > n 时
∧s

M 朽 朰 本∧0
M 朽 C∞木M朩 朮 M 上的全体微分形式构成了形式丛

∧
M 朽

⋃
s

∧s
M 朮

在 p ∈M 处可以为
∧

pM 赋予外积 ∧运算成为外代数本 ∧ 机
∧r

pM ×
∧s

pM →
∧r+s

p M 朮

命题 1.1. ∧ 具有以下性质:

(i) ∧ 是双线性映射.

(ii) 交换性: 设 α ∈
∧r

pM,β ∈
∧s

pM , 则 β ∧ α 朽 木−朱朩rsα ∧ β .

(iii) 结合性: 设 α, β, γ ∈
∧

pM , 则 α ∧ 木β ∧ γ朩 朽 木α ∧ β朩 ∧ γ.
(iv) 基底: 设 T ∗

pM 的局部坐标 {ei} , 则 {ei1 ∧ ei2 ∧ ...∧ eis 机 朱 ≤ i1 < i2 < ... < is ≤ n}
是

∧s
pM的一组基底.

借助流形坐标卡的转移函数和张量的坐标变换我们可以在
∧
M 上整体定义 ∧ 机

∧ 机
r∧
M ×

s∧
M →

r+s∧
M,

并继承了命题中的性质朮 这使得
∧
M 成为一个分次环朮

命题 1.2. 设 f 机 M → N 是流形间的光滑映射, f 自然地诱导了拉回映射 f∗ 机 T ∗N →
T ∗M,

∧
N →

∧
M . 对 ω, η ∈

∧
N , h ∈ C∞木N朩 ,

(i) f∗木hω朩 朽 h ◦ f木f∗ω朩 .

(ii)(自然性) f∗木ω ∧ η朩 朽 f∗ω ∧ f∗η .∧
M 上还可以定义重要的外微分运算 杤 机

∧s
M →

∧s+1
M 本 以下命题说明

∧
M 关于

杤 是一个上链朮

命题 1.3. 杤 具有以下性质:

(i) d 是线性映射.

(ii) 设 ω ∈
∧r

M,η ∈
∧s

M , 则 杤木ω ∧ η朩 朽 杤ω ∧ η 末 木−朱朩rω ∧ 杤η .

(iii) 杤是边缘映射: 杤 ◦ 杤 朽 朰 .

(iv) 杤 是链映射: 杤 ◦ f∗ 朽 f∗ ◦ 杤 .

我们还需要内乘运算朮 对向量场 X ∈ 最木TM朩 本 定义

iX 机
s∧

→
s−1∧

,

iXω木Y1, ..., Ys−1朩 朽 ω木X,Y1, ..., Ys−1朩,∀ω ∈
s∧
.



朲 杄杅 杒杈杁杍上同调简介 朳

命题 1.4. iX 具有以下性质：

(i) iX ◦ iX 朽 朰.

(ii) 设 ω ∈
∧1

, 则 iXω 朽 ω木X朩 .

(iii) 设 ω ∈
∧r

M,η ∈
∧s

M , 则 iX木ω ∧ η朩 朽 iXω ∧ η 末 木−朱朩rω ∧ iXη .

(iv) 设 f ∈ C∞ , 则 ifXω 朽 fiXω .

2 de Rham上同调简介

外微分 杤机
∧q

M →
∧q+1

M 定义了边缘算子本 于是
∧
M 构成了一个上链机

朰 →
0∧
M →

1∧
M → ...→

n∧
M → 朰.

而且 杤 是链映射朮 自然可以定义q维闭链

Zq木M朩 机朽 {ω ∈
q∧
木M朩 机 杤ω 朽 朰},

和q维边缘

Bq木M朩 机朽 {杤η 机 η ∈
q−1∧

木M朩}.

Z和B中的元素称为闭形式和恰当形式朮 de Rham上同调群 H∗木M朩 即刻画了两者的差异机

Hq木M朩 朽 Zq木M朩/Bq木M朩.

注 朱. 值得注意的是本 外积 ∧ 使 Hq木M朩 进一步成为一个上同调环机

∧ 机 Hp木M朩×Hq木M朩 → Hp+q木M朩.

注 朲. 准确来讲本 H∗木M朩 应记为H∗
dR木M朩 本 但后面会指出它与奇异上同调同构，且这篇笔记

不会涉及其他上同调本 所以仍采用简单的记法朮

我们罗列以下结果以说明 H∗木M朩 满足 杅札杍 公理本 即确实是一个上同调理论朮

引理 2.1. 木材杯杩杮杣条杲朓来朩 H0木Rn朩 朽 R; Hq木Rn朩 朽 朰, 朱 ≤ q ≤ n.

注 朳. 这个著名的引理表明闭形式在局部上总是恰当的，所以 H∗木M朩 应当刻画了 M 的整

体性质朮



朳 度量与定向 朴

光滑映射 f 机M → N 在
∧
上的拉回 f∗ 也自然地作用于 H∗上机

f∗ 机 H∗木N朩 → H∗木M朩.

定理 2.2. (同伦不变) 光滑映射 f, g 机M → N 同伦, 则 f∗ 朽 g∗ 机 H∗木M朩 → H∗木N朩.

推论 2.3. M ≃ N ⇒ H∗木M朩 ∼朽 H∗木N朩 .

定理 2.4. (M-V序列) 设开集 U, V ⊂M s.t. M 朽 U ∪ V , 则有上链的短正合列

朰
∧
木M朩

∧
木U朩⊕

∧
木V 朩

∧
木U ∩ V 朩 朰,i∗ j∗

其中 i∗ 机 ω 7→ 木ω |U , ω |V 朩 , j∗ 机 木τ, η朩 7→ τ |U∩V −η |U∩V , 以及上同调的长正合列

... Hq木M朩 Hq木U朩⊕Hq木V 朩 Hq木U ∩ V 朩 Hq+1木M朩 ...i∗ j∗ d∗

其中边缘同态 d∗ 由同调代数中的 snake lemma 给出.

有限开集族 {Ui}ki=1 称为 M 的好覆盖本 如果 M 朽
⋃
Ui 本 且任一 Ui

∼朽 Rn朮 好覆盖可以

帮助我们用 杍札杖 序列把局部性质“粘贴”成整体性质朮 每个光滑流形都可以赋予一个黎曼

度量本黎曼几何中有一个著名结论指出每个点都有一个测地凸邻域木杗杨杩杴来杨来条杤朩本 所以对紧致

的 M 好覆盖总是存在的朮再结合 材杯杩杮杣条杲朓来 引理就有机 Hq木M朩 都是有限维的！

定理 2.5. (de Rham) M的 de Rham 上同调和奇异上同调之间有自然的同构映射.

3 度量与定向

M 如果存在一族坐标卡 {木Uα, φα朩} 杳朮杴朮 对任意 Uα, Uβ 本

杤来杴 J木φβ ◦ φ−1
α 朩 ̸朽 朰 杯杮 Uα ∩ Uβ,

则称 M 是可定向流形朮 杤来杴 J 的符号给出了两个不同的定向朮

每个光滑流形都可以赋予一个黎曼度量 g 朮 对于可定向的黎曼流形 木M, g朩 本 在每个 Uα

上考虑

朊α 机朽
√

杤来杴木gαij朩dx
1
α ∧ ... ∧ dxnα,

其中局部坐标下

g 朽 gαijdx
i
α ⊗ dxjα.



朳 度量与定向 朵

由于转移函数非奇异，在 Uα ∩ Uβ ̸朽 ∅ 上有坐标变换

gβij 朽 J木φα ◦ φ−1
β 朩 · 木gαij朩 · J木φα ◦ φ−1

β 朩T ,

dx1β ∧ ... ∧ dxnβ 朽 杤来杴 J木φβ ◦ φ−1
α 朩 · dx1α ∧ ... ∧ dxnα,

所以 朊α,朊β 相容本 我们整体定义了一个处处非零的微分形式本 称为体积形式 朊 朮

反之本 如果存在 ω ∈
∧n

M 处处非零本 可以在每个坐标卡处定义光滑函数

fα 机朽 ω木
∂

∂x1α
, ...,

∂

∂xnα
朩,

则 fα 在 Uα 上处处非零朮 可以适当调整 Uα 的坐标次序使得每个fα > 朰朮 而在 Uα ∩ Uβ 上

fβ 朽 杤来杴J木φα ◦ φ−1
β 朩 · fα,

所以 杤来杴 J > 朰本 这给出了 M 的一个整体定向朮 我们得到以下定理机

定理 3.1. M可定向当且仅当存在处处非零的 ω ∈
∧n

M .

下一个定理则进一步在上同调层面刻画了定向朮 如果 M 可定向本 由 朊 处处非零可知其

积分不为零本 根据 杓杴杯杫来杳 公式可知 杛朊杝 ̸朽 朰 本 Hn木M朩 ̸朽 朰

定理 3.2. M 可定向 ⇒ Hn木M朩 ∼朽 R.

证明是考虑以下同态

Hn木M朩 → R, 杛ω杝 7→
∫
M

ω,

只需验证它是单的朮 具体过程略朮

注 朴. 事实上还可以证明 M 不可定向 ⇒ Hn木M朩 朽 朰 本 所以上述条件是等价的朮

上述定理使我们找到了 H∗木M朩的基本类 杛朊杝 朮 ∧ 机
∧q ×

∧n−q →
∧n
自然地诱导

了Poincaré配对 D 机

Hq → 木Hn−q朩∗, ⟨D杛ω杝, τ⟩ 朽
∫
M

ω ∧ τ.

D 是一个同态朮 借助基本类本 类似奇异上同调的做法可以得到著名的Poincaré对偶定理机

定理 3.3. (Poincaré) 设 M 可定向, 则 D 是同构映射.

但这里我们不打算借助这种局部到整体的常规证明手段，而是计划绕个远路，利用 杤来

杒杨条杭上同调本身的特点刻画这种对偶，从更整体的角度审视朮 这就引出了杈杯杤杧来 ⋆ 算子

和杈杯杤杧来定理朮



朴 杈杏杄杇杅 ⋆ 算子与杌杁材杌杁权杅札杈杏杄杇杅算子朁 朶

4 Hodge ⋆ 算子与Laplace-Hodge算子∆

笔记从这里开始要求 M 可定向并赋予度量g 成为黎曼流形朮

对于有限维空间 V 本
∧
V 为其外代数朮 易知 杤杩杭

∧k
V 朽 杤杩杭

∧n−k
V 本 所以两者作为线

性空间同构朮 如果在 V 上赋予内积 ⟨−,−⟩ 和定向 朊 ∈
∧n

V 本 则有自然的乘积

B 机
k∧
V ×

n−k∧
V → R,

杳朮杴朮

τ ∧ µ 朽 B木τ, µ朩朊.

另外本 ⟨−,−⟩ 在
∧k

V 上也诱导了一个内积：对于 {xi}, {yi} ⊂ V 本 定义

⟨x1 ∧ ... ∧ xk, y1 ∧ ... ∧ yk⟩ 机朽 杤来杴木⟨xi, yj⟩朩

可以验证命题朱朮朱中给出的
∧k

V 的基底是一组规范正交基本 因而易知上述乘积确实为一个

内积朮 这样
∧k

V 通过乘积 B 嵌入 木
∧n−k

V 朩∗ 中本 而 木
∧n−k

V 朩∗ 通过 ⟨−,−⟩ 与
∧n−k

V 同

构本 于是我们可以定义 Hodge ⋆ 算子机

⋆ 机
k∧

→
n−k∧

,

τ ∧ ω 朽 ⟨⋆τ, ω⟩朊

例如

⋆木dx1 ∧ ... ∧ dxk朩 朽 dxk+1 ∧ ... ∧ dxn.

命题 4.1. ⋆ 具有以下性质.

(i) ⋆朱 朽 朊 , ⋆朊 朽 朱.

(ii) 在
∧k

V 上 ⋆⋆ 朽 木−朱朩kn . 所以 ⋆ 是一个同构映射.

(iii) ω ∧ ⋆η 朽 ⟨ω, η⟩朊, ⟨⋆ω, ⋆η⟩ 朽 ⟨ω, η⟩ .

而在 M 的每个余切空间 T ∗
pM 上 g 都诱导了一个内积，自然有整体的丛映射

⋆ 机
k∧
M →

n−k∧
M,

木⋆ω朩 |p机朽 ⋆木ω |p朩,



朴 杈杏杄杇杅 ⋆ 算子与杌杁材杌杁权杅札杈杏杄杇杅算子朁 朷

其中右边的 ⋆ 是
∧k

木T ∗
pM朩 上的算子朮

最后，⋆ 也在
∧k

M 上定义了整体的内积 木−,−朩

木τ, µ朩 机朽

∫
M

τ ∧ ⋆µ 朽

∫
M

⟨µ, τ⟩朊.

易验证 木−,−朩 对称且正定朮 内积自然地诱导了 d 机
∧k−1 →

∧k
的伴随

δ 机
k∧
M →

k−1∧
M,

木dτ, µ朩 朽 木τ, δµ朩, τ ∈
k−1∧

, µ ∈
k∧
.

经计算得到

δ 朽 木−朱朩n(k+1) ⋆ d⋆,

δ ◦ δ 朽 朰.

以 Rn 上的 朱札形式 µ 朽 µidx
i 为例，

δµ 朽
∑

∂iµi,

所以 δ 是散度算子 div 的推广朮 显然 d是梯度算子 grad的推广朮 鉴于
∧0

M 上的杌条杰杬条杣来算

子 朁 朽 div grad 本 杈杯杤杧来 定义了重要的Laplace-Hodge算子：

朁 朽 δd末 dδ 机
k∧
M →

k∧
M.

命题 4.2. 朁 具有以下性质：

(i) 对光滑函数 f , 朁f 朽 −杴杲∇2f .

(ii) 朁 是自伴算子，i.e. 木朁µ, ν朩 朽 木µ,朁ν朩.

(iii) d朁 朽 朁d, ⋆朁 朽 朁⋆.

下面从另一个角度导出杌札杈算子朮 考虑 M 上一个 k−形式的能量泛函：

∥µ∥ 朽 木µ, µ朩.

物理学经常会考虑：什么样的 µ 会使能量极小化？一般来说会限制 µ 是闭形式，例如

在杍条杸杷来杬杬方程组中，电场 E 就是一个闭的 朱− 形式，极小化意味着 E 稳定朮 我们通过变



朵 杈杏杄杇杅定理的表述与应用 朸

分法得到

∥µ∥ 杩杳 杭杩杮杩杭杩杺来 ⇔ dµ 朽 朰, δµ 朽 朰.

由于 d, δ 将 µ 映入不同次数的形式空间，所以上式等价于

dµ 朽 朰, δµ 朽 朰 ⇔ 木d末 δ朩µ 朽 朰.

而 朁 朽 木d末 δ朩 ◦ 木d末 δ朩 本 且

木朁µ, µ朩 朽 木dµ, dµ朩 末 木δµ, δµ朩 ≥ 朰,

等号成立当且仅当 µ 朽 朰 朮 所以

dµ 朽 朰, δµ 朽 朰 ⇔ 朁µ 朽 朰.

即 µ 是调和形式朮 全体调和形式构成
∧
M 的线性子空间 H木M朩 朮 同时我们定义 杉杭朁 朽

朁木
∧
M朩 朮 由自伴性易证 H木M朩⊥杉杭朁 朮 直接计算还可以知道定向 朊 是调和的朮

5 Hodge定理的表述与应用

现在我们可以叙述重要的Hodge定理了，但在此之前我们先考虑一个简单的例子朮 考

虑 R2 ∼朽 C 上的全体全纯函数，我们知道 H木R2朩 非常“大”朻 但如果考虑闭曲面 S 上的调

和函数 u，由有界性和杌杩杯杵杶杩杬杬来定理可知 u 只能是常值函数，即 朁u 朽 朰 ⇔ du 朽 朰 本 且 u

就是 H0木S朩 的生成元朮 杈杯杤杧来定理就是这个例子的延伸机 椭圆微分算子 朁 的 杫来杲杮来杬 反映了

M 的整体拓扑朮

定理 5.1. (Hodge) H木M朩 是有限维的，且有Hodge分分分解解解

∧
M 朽 H木M朩⊕ 杉杭朁.

由于调和形式自然是闭的，有自然的嵌入

h 机 H木M朩 → H∗木M朩, µ 7→ 杛µ杝.

作为杈杯杤杧来定理的重要推论，

定理 5.2. (Hodge) h 是同构映射.



朵 杈杏杄杇杅定理的表述与应用 朹

证明. 单射性：设 杛µ杝 朽 朰 杩朮来朮 µ 朽 dτ 本 由调和易证 µ 朽 朰 朮

满射性：对任意 杛τ 杝 ∈ H∗木M朩 本 dµ 朽 朰本 所以分解为

µ 朽 η 末朁ω,

其中 η 调和朮 代入 dµ 朽 朰 由交换性可知 dω 调和，则 杛δdω杝 朽 朰朮 所以 杛τ 杝 朽 杛η杝朮

所以 H∗木M朩 同构于 H木M朩 本 我们实现了拓扑对象的解析化朮 在定理证明之前，首先介

绍杈杯杤杧来定理的几个有趣的应用朮

5.1 Poincaré对偶

在杈杯杤杧来定理的帮助下，材杯杩杮杣条杲朓来对偶有了一个简洁的证明朮 由于 ⋆ 与 朁 可交换，有

以下线性映射

⋆ 机 Hk木M朩 → Hn−k木M朩,

和乘积

∧ 机 Hk ×Hn−k → Hn木M朩, µ ∧ τ 朽 木µ, ⋆τ朩朊.

而 ⋆在
∧k

M 上是同构，自然诱导了Hk木M朩 ∼朽 Hn−k木M朩 朮 再由杈杯杤杧来定理就得到材杯杩杮杣条杲朓来对

偶，而且 ⋆ 就是对偶映射 D 朮

5.2 Ricci曲率与第一Betti数

对黎曼流形 木M, g朩 本 有著名的Bochner公式将 杌条杰杬条杣来 算子 朁 与 杒杩杣杣杩曲率张量 杒杩杣

联系起来朮

命题 5.3. ω 是调和 朱− 形式当且仅当它的对偶向量场 X 满足 杤杩杶X 朽 朰 且 ∇X 是对称
的2阶张量场.

定理 5.4. (Bochner) 对调和 朱− 形式 ω 和对偶的向量场 X , 有

朁|X|2 朽 朲|∇X|2 末 朲杒杩杣木X,X朩,

如果 杒杩杣 非负，则对上式积分，由杓杴杯杫来杳公式和 朁 朽 杤杩杶 ∇ 可得∫
M

|∇X|2 ≤ 朰, 杩朮来朮 ∇X ≡ 朰,
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即 X 平行朮 任取 p ∈M 本 则 X木p朩 的值唯一确定了 X 朮 所以有自然的嵌入映射：

H木M朩 → 最木TM朩 → TpM,

所以得到第一杂来杴杴杩数的上届估计

β1木M朩 ≤ n.

考虑 n维环面可知上界是最优的朮如果 杒杩杣在一点处为正，那么就有 X ≡朽 朰 本 杩朮来 β1木M朩 朽

朰朮

注 朵. 利用权杨来来杧来杲札杇杲杯杭杯杬杬分裂定理和万有覆叠还可以证明如果 杒杩杣 在一点处为正本 则

π1木M朩 为有限群朮

5.3 Hodge指标定理

d末 δ 可看成两个算子：

D1 朽 d末 δ 机
odd∧

M →
even∧

M,

D2 朽 d末 δ 机
even∧

M →
odd∧

M.

由之前的论证可知 杫来杲木d末 δ朩 朽 H 本 故

杫来杲D1 朽 H木M朩 ∩
odd∧

M,

杫来杲D2 朽 H木M朩 ∩
even∧

M,

于是

杤杩杭杫来杲D1 朽
∑
k≥0

杤杩杭H2k木M朩,

杤杩杭杫来杲D2 朽
∑
k≥0

杤杩杭H2k+1木M朩,

另外显然 杉杭朁 ⊂ 杉杭杄2朮 反之，若 µ 朽 D2τ 本 由杈杯杤杧来定理，

τ 朽 朁ω 末 ν,朁ν 朽 朰.
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所以 D2ν 朽 朰 朮 所以 µ 朽 D2朁ω 末朁D2ω ∈ 杉杭朁 朮 所以 杉杭D2 朽 杉杭朁 朮 再由杈杯杤杧来定理可

知

杣杯杫来杲 D2 朽
odd∧

/杉杭D2 朽
odd∧

/杉杭朁 朽 H ∩
odd∧

朽 杫来杲D2.

所以得到Hodge指标定理：

杩杮杤 D2 朽 杤杩杭杫来杲D2 − 杤杩杭 杣杯杫来杲D2 朽 χ木M朩,

即 D2 的指标正是 M 的杅杵杬来杲示性数，是一个拓扑不变量朮

6 Hodge定理的证明

这一节目标是简要叙述杈杯杤杧来定理的证明朮 出于分析上的考虑，我们需要把
∧
M 的系

数从 C∞ 完备化为杓杯杢杯杬来杶空间 Hs木s > 朰朩，并诱导
∧
M 上的 Hs− 范数 ∥ · ∥s 朮 我们不加

证明地承认以下来自偏微分方程和泛函分析的基本引理：

引理 6.1. (弱解) 对于 M 上的形式方程 朁u 朽 α 的广义解，即线性泛函

l 机 l木朁ψ朩 朽 木α,ψ朩,∀ψ,

都存在弱解 ω ∈
∧
M s.t.

l木·朩 朽 木ω, ·朩.

引理 6.2. (正则性) 如果上一个引理中的 α 光滑，则 ω 光滑, 朁ω 朽 α.

引理 6.3. (紧性) 如果 {µn}, {朁µn} ⊂
∧
M 关于 ∥ · ∥s 有界，则存在收敛子列.

下面开始证明 杈杯杤杧来 定理朮

杓杴来杰 朱朮 对k ∈ N 本 Hk木M朩 是有限维的朮

否则有规范正交基 {em}m∈N 杳朮杴朮 朁em 朽 朰 本 由紧性引理有收敛子列，这与 em 是规范

正交基矛盾！

因此 H木M朩 就是
∧
M 的闭子空间本 由投影定理，

∧
M 朽 H木M朩⊕H木M朩⊥.
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杓杴来杰 朲朮 我们还需要一个先验估计：存在 C ≥ 朰 本 杳朮杴朮

∥η∥s ≤ C∥朁η∥s, ∀η ∈ H⊥.

假设估计不成立，则存在 {ηn} ⊂ H⊥ 本 杳朮杴朮

∥ηn∥s 朽 朱, ∥朁ηn∥s ≤ n−1.

由紧性引理，不妨设 ηn → η ∈ H⊥朮 于是可以良好定义一个
∧
M 上的连续线性泛函

l 机 ψ 7→ 杬杩杭 ⟨ηn, ψ⟩ .

那么

l木朁ψ朩 朽 杬杩杭 ⟨ηn,朁ψ⟩ 朽 杬杩杭 ⟨朁ηn, ψ⟩ 朽 朰,

杩朮来朮 l 是方程 朁u 朽 朰 的广义解，由弱解的存在性和正则性，存在 ω ∈
∧
M 杳朮杴朮

⟨ω, ψ⟩ 朽 杬杩杭 ⟨ηn, ψ⟩ ,

朁ω 朽 朰.

所以 ηn 弱收敛于调和形式 ω 本 结合 ηn → η 即有 ηn → η 朽 ω 朮 但是由弱收敛可知

ω ∈ H ∩H⊥ 本 杩朮来朮 ω 朽 朰 本 与 ∥η∥s 朽 朱 矛盾！估计得证朮

杓杴来杰 朳朮 杉杭朁 朽 H⊥ 朮

若 η 朽 朁µ 本 对任意 ω ∈ H 本

木η, ω朩 朽 木µ,朁ω朩 朽 朰.

所以 杉杭朁 ⊂ H⊥ 朮

另外设 ν ∈ H⊥ 本 在 杉杭朁 上定义

l 机 l木朁ψ朩 朽 木ν, ψ朩.

由正交性可知以上 ψ 是唯一确定的本 l 良定义朮 由 杓杴来杰 朳 可知 l 在 杉杭朁 上有界本 则 l 可延拓

至 朖杉杭朁 上，进一步至
∧
M 上，l | ¯Im∆⊥≡ 朰朮 由定义，l 是方程 朁u 朽 ν 的广义解本 由存在性

和正则性引理可知存在 ω ∈
∧
M 杳朮杴朮 ν 朽 朁ω ∈ 杉杭朁 朮 因此 杉杭朁 朽 H⊥ 朮
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